OMERJ 2014 NIVEL 3

1) Seis pessoas tentam adivinhar o nimero de pedras em uma caixa. Arnaldo diz 57
pedras, Bernaldo diz 64, Cernaldo diz 67, Dernaldo diz 70, Ernaldo diz 54 e Fernaldo
47. Todos erraram, alguns para mais e outros para menos. Eles erraram por 1, 4, 6, 9,
11 e 12, em alguma ordem, mas ndo se sabe quem cometeu cada erro. Quantas
pedras havia na caixa.

SOLUCAO:

O erro de 12 pedras deve estar associado necessariamente a Fernaldo, que disse o
menor nimero dentre os 6, ou a Dernaldo, que disse o maior nimero dentre os 6.

Dividimos entdo em dois casos e vejamos qual deles é possivel:
CASO 1: O erro de 12 pedras esta associado a Fernaldo

Assim, o0 niumero de pedras na caixa seria 47 + 12 = 59. Neste caso, o erro de Arnaldo
seria de 2 pedras, que ndo consta na lista de erros. Descartamos entdo esta
possibilidade.

CASO 2: O erro de 12 pedras esta associado a Dernaldo

Assim, o0 nimero de pedras na caixa seria 70 — 12 = 58. Neste caso, 0s erros seriam:

Arnaldo — 1
Bernaldo — 6
Cernaldo — 9
Dernaldo — 12
Ernaldo — 4
Fernaldo — 11

Esta configuracdo é compativel com os dados do enunciado e assim havia 58 pedras
na caixa.

2) Sabendo que cada uma das letras A, B, C, D, E, F, G e H representa um algarismo
diferente entre 0 e 9 e que os numeros ABACDE, CAFDG, CHHBAED séo lados de
um triangulo. Descubra qual algarismo cada letra representa.

SOLUCAO:
Consideraremos dois casos no problema:
CASO1: C=0

Neste caso, se C>2, CHHBAED > 2-10°, enquanto ABACDE <10° e

CAFDG < 10°. Com isso, segue que CHHBAED > ABACDE + CAFDG, o que
contraria a desigualdade triangular.

Concluimos entdo que C=1. Agora, se A <8,

ABACDE + CAFDG < 900000 +100000 =10° <CHHBAED , 0 que também
contraria a desigualdade triangular. Concluimos entdo que A=9.



Temos agora que 9B91IDE +19FDG > IHHBOED . Veja agora que
9B91DE < 990000 e 19FDG < 20000. Logo IHHB9ED < 1010000 e assim H=0.

Desta forma,

9B91DE +19FDG > 100B9ED <
9.10° + B91DE +19000 +FDG >10° +B9ED <
B91DE + FDG > 81000 + B9ED

Como FDG <1000, segue que B9IDE > 80000 = B = 8, uma vez que o algarismo
9 ja foi utilizado.

Reescrevendo mais uma vez a desigualdade triangular, temos:

891DE + FDG > 81000 + 89ED <
89100 +DE +FDG > 81000 +8900 +ED
DE +FDG > 800+ED

Como DE <100, segue que FDG > 700 e uma vez que os algarismos 8 e 9 ja foram
utilizados, F=7.

Reescrevendo a desigualdade triangular:

DE+7DG >800+ED <
DE +700+DG >800+ED <«
DE+DG >100+ED

Como os algarismos 0 e 1 ja foram utilizados, ED > 20 e assim DE+DG >120, o
gue mostra que D > 6. Como 7, 8, 9 ja foram utilizados, temos que D =6 e assim:

60+E+60+G>100+Eb6 &
14+ G >9E

Como G<5,9E<19=E =2 eentdo soé nosresta G =5.
Logo, no primeiro caso, a Unica solugao é:
A=9,B=8,C=1,D=6,E=2,F=7,G=5H=0.
CASO2: C=0

Se H> A, temos que
HHO000 < HHBAED < ABAODE + AFDG < HO0000 + AFDG =

HHO000 < HOAFDG ’
0 que é absurdo, pois H>1.

Logo H< A e entdo ABAODE <HHBAED + AFDG. Como H< A -1, temos que
HHBAED < (A —1)A0000 e entéo obtemos que ABAODE < (A —1)AAFGD, o que

€ contradicdo. Desta forma, temos apenas a solu¢céo do primeiro caso.



3) Um niimero n de trés algarismos é dito eficiente se os 3 dltimos algarismos de n?
sdo 0s mesmos algarismos de n e na mesma ordem. Encontre todos os nimeros
eficientes.

SOLUCAO:

Para que n seja eficiente, devemos ter

n* —n=0(mMod1000) < n(n-1)=0(mod2° -5°)
Com isso, temos 4 casos:

i) 8|n e125|n:

Neste caso, teriamos que n é divisivel por 1000, o0 que néo € possivel, pois n possui 3
algarismos.

i) 8|nel1l25|n-1:
Aqui, obtemos n = 376.
i) 8|n-1e 125|n:
Aqui, obtemos n = 624
iv) 8|n-1e 125|n-1:

Neste caso, n—1 deve ser divisivel por 1000, o que ndo é possivel pois n possui 3
algarismos.

Assim, 0os nimeros eficientes sdo 376 e 624.

4) Seja I' uma circunferéncia, | uma reta secante a I' em B e C e r a reta tangente a
I" por B. Tome A um ponto em | distinto de C com AB = BC. Se s é uma reta por A
tangente a I e P é o ponto de interse¢do de r e s, prove que o0 angulo < APB néo é
obtuso.

SOLUCAO:



Seja Q o ponto de tangéncia da reta s com a circunferéncia. Sejam AB =BC = Xx. Por
poténcia de ponto, temos que AB-AC = AQ? < AQ? = 2x* <> AQ = X2 .

Sejam também PQB = PBQ =0 (os angulos séo iguais, pois PQ = PB). Desta forma,

segue que APB =20 e basta entédo provar que 6 <45°. Como APB =20, ja
sabemos que 0 <90°.

Para finalizar, usaremos lei dos cossenos no triangulo AQB:
x? = 2x? +BQ? - 24/2xc0s0-BQ <
BQ? - 2/2xc0s0-BQ+x2 =0

O discriminante da equacao do segundo grau em BQ é
8x%cos’® 0 — 4x* = 4x? (2(:032 0 —1) .

Entdo 2c0s’ 6 >1=>cos0 > 72 pois cos0 >0 e assim segue que 0 < 45°,

5) Para cada n inteiro ndo negativo, calcule a quantidade de triplas (a,b,c) de
inteiros ndo negativos que satisfazem o sistema de inequacdes abaixo:

a+b<2n
b+c<2n
c+a<?2n

SOLUCAO:



Inicialmente, veja que toda solugdo nos inteiros ndo-negativos de a+b+c < 2n.
Introduzindo uma nova variavel de folga f, devemos contar a+b+c+f=2n, que

_ [Zn + SJ 3
possui 3 solugbes.

Agora, contaremos o0 numero de solu¢des do sistema de inequagbes com
a+b+c=2n+k, onde k é inteiro positivo. Veja que somando as trés inequacdes do
sistema, temos a+b+c¢ <3n,o0que nosda k<n.

Se a+b+c=2n+k, substituindo a+b =2n+k —c na primeira inequacéo, segue
que ¢ >k e analogamente temos a,b >k . Fazendo entdo a=a'+k, b=b'+k e

(2n—2k +2
c =c'+k, devemos resolver a'+b'+c'=2n- 2k, que possui 5

solucoes.

Assim, para a segunda parte do problema, temos o seguinte nimero de solucgdes:

k=1 2 k=1 6 2 6

Desta forma, o total de solucdes é

2n+3 +4n3+3n2—n_4n3+9n2+7n+2
3 6 2 '

6) Seja ABC um tridngulo acutidngulo com AB = AC . Um ponto P interior ao tridngulo é dito
B-bom se <PBC = <PCA, e é dito C-bom se <PCB = <PBA. Sejam D o ponto B-bom mais préximo
de A e E o ponto C-bom mais préximo de A. Defina F o ponto de intersecdo entre as retas BD e
CE, e G o0 ponto de intersecdo, distinto de F, entre os circuncirculos de BEF e CDF.

a) Prove que a reta DE é perpendicular a BC.
b) Prove que A, E, D e G sdo conciclicos.

SOLUCAO:



C
N

Como D é o ponto B-bom mais préximo de A, <DBC = <DCA e entdo D estd sobre a
circunferéncia (de centro O2 e raio R2 ) que passa pelos pontos B e C e é tangente a ACem C

esobre areta AQ,.

Analogamente, E estd sobre a circunferéncia (de centro O, e raio R;) que passa pelos pontos

B e Ce é tangente a AB em B e sobre a reta AO2 .

Veja que O1 é aintersecdo da mediatriz de BC com a reta perpendicular a AB passando por B
eque O, éaintersecdo da mediatriz de BC com a reta perpendicular a AC passando por C e
entdo O,0, é perpendicular a BC . Assim, para provar que DE é perpendicular a BC, basta
mostrar que DE e 0102 sdo paralelos. Para isto, devemos mostrar que

AO, _ AO, - AO, _ AO,
OE O, BO, CO,

,onde usamos que O E=BO, =R, e O,.D=CO, =R,.

Esta Ultima igualdade é equivalente aos triangulos retangulos ABO, e ACO,, serem

. AB AC L .
semelhantes. Para provar isto, mostraremos que = . Para finalizar, veja que
1 2
<BO,C
BC =2R,sen———=2R,sen<B
BO.,C

BC=2R, sen "2 _ 2R,sen<C
2



BO, R, _sen<C _AB

O, Rz_sen<B_AC

‘
R,

Vimos no item anterior que < AO,B =< AO,C = 20 . Por angulos inscritos na circunferéncia,

<DBC =<ECB =6.ComoD éC-bom e E é B-bom, temos que < DCA =< EBA =0. Desta
forma, sendo F a interse¢3o de BD e CE, segue que < FBC =<FCB =0, pois
<FCB =<EBC . Logo <EFD =<EFB =<FBC+ <FCB = 260.

Assim,

, como queriamos.

b)

‘-i'

Sendo G o ponto de interse¢do dos circuncirculos de BEF e CDF, temos que BEFG e GDFC s3ao
guadrilateros inscritiveis. Assim
<FGC =<FDC =<DBC+<DCB=06+<C-<DCA=6+<C-0=<C.

Analogamente, < FGB =<B e entdo <BGC =<FGC+<FGB=<B+C=180-<A
Agora, veja que < DGC =< EFD = 20 (pois GDFC é inscritivel) e < EGB =< EFB = 20 (pois
BEFG é inscritivel).

Com isso, como < BGC =<BGE+ < EGD+ <DGC , segue que <EGD =180-< A -460

Para finalizar, basta mostrar que < DAE =180— < A —40 eisto provard que o quadrildtero
AGDE é inscritivel, como queremos.

Para isso, voltando na figura do item a), veja que < O,DC =90 -0 e entdo

<ADC =90+60.Como <DCA =0, segue que < DAC =90 — 20 . Analogamente,
<BAE =90-260.



Por fim:

< A =<BAE+ <DAC- <DAE &
<A =180-40-<DAE <
<DAE =180-40-< A

Isto conclui a prova.



