Gabarito OMERJ Nivel 3
1) Alguns exemplos séo: (3, 5, 23) , (3,7,13), (3,11,17).

Comentério: E possivel provar que um dos primos é 3 e que 2 ndo pode ser um dos
primos.

Com efeito, se um dos primos for 2, os outros dois serdo impares e assim a soma sera
par.

Além disso, veja que o quadrado de um nimero ndo multiplo de 3 deixa sempre resto 1
na divisdo por 3. Entéo, se 3 ndo aparece entre 0s primos, a soma de seus quadrados
seria maltipla de 3, contradicéo.

2) Para a pogdo de gigantismo, X — 8x e para a poc¢ao de nanicolina, x — % . Assim,
basta que Elvira tome duas poc6es de gigantismo e trés de nanicolina, em qualquer
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ordem, pois vl 1.

3)
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Seja H o pé da perpendicular desde G até o lado AE. Além disso, sejam a>b os lados
dos quadrados. Veja na figura acima que pelo teorema de Pitagoras,

EF = \/(a_b)z +(a+b)’ =v24/a® +b? , e que AG =+/a®+b? . Logo, a razo pedida ¢

EF
—=4/2.
AG V2




b) Veja que tan(BAG)=E e que tan(GFE)=a—_b. Entéo,
a a+b
b a-b
5+a+b b2+a2 1.C | d
tan|BAG+GFE |= = =1. 3 a ,
an( + ) _b(a—b) Y omo os angulos séo agudos, segue que
a(a+h)

BAG+GFE =45°.

tana+tanb

Obs: usamos a formula tan(a+b) = @natnb’
—tanatan

¢) Solucdo 1:

Seja P a interse¢éo entre as circunferéncias circunscritas aos quadrados ABDE e BCFG.
Provaremos gue o ponto P é o ponto de concorréncia das retas AG, EF e DC.



Como BE e BF s&o diametros, segue que EPB =90° e que BPF =90°. Assim, o0 ponto
P esta na reta EF. Analogamente, P esta na reta DC.

Para finalizar, basta mostrarmos que P também esta na reta AG. Para isso, veja a figura
a sequir:

Temos que GPB = % =45°,

Agora, considere a seguinte figura:



Veja que APB = % =45°,

Assim, segue que A,G,P sdo colineares, como queriamos.

Solucgéo 2:
Seja P a intersecdo de AG com EF. Utilizaremos o teorema de Menelaus no triangulo
ABG. Para isso, precisamos das razdes %§ﬂ
B CA PG
.. CB b

(i) —=—

CA a+b
(ii) b6 _a-b b

DB a

(iii) Pelo item b, temos que FPG =135°. Usando a lei dos senos no triangulo PGF,

PG b . . A a-b
temos = . Usando a figura do item a, temos sen( PFG | = —————
sen(PFG) V212 . ( ) ﬁ«fa%bz
(a=b)b . (a—b)b 3 :
. Logo, PG =~——==. Dai, PA= PG+AG=-~——2_++a’+b?, ou seja,
Ja? +b? Ja?+b?
PA:a+—b)a' Portanto, PA _ a(a+b) .
a2+b2 PG b(a—b)

—~




Com isso, temos que DG CB PA =1 e pela reciproca do teorema de Menelaus
DB CA PG

aplicado ao triangulo AGB, segue que D, P e C sédo colineares.

4)

: . |0 Of|1 1|1 0|0 1
a) Os tabuleiros 2 x 2 s&o: , , : . Logo, a, =4.
0 0|1 1]|0 1][1 O

b) Para os tabuleiros 3 x 3, dividiremos em casos de acordo com as quantidades de 1’s
por linha:

Caso 1: Naoha 1’s:

0 0O
0 0 O] -1tabuleiro
0 0O
Caso 2: Um 1:
100
Basta permutar as colunasde |0 1 0/, o que pode ser feito de 3!=6 maneiras.
0 01

Caso 3: Dois 1°’s:

Fazendo uma troca 0 <> 1, caimos no caso 2, em um total de 6 tabuleiros.
Caso 4: Trés 1’s:

Fazendo uma troca 0<«>1, caimos no caso 1, em um total de 1 tabuleiro.
Logo, a,=1+6+6+1=14.

¢) Faremos uma contagem semelhante aos tabuleiros 3x3:

Caso 1: Nao ha 1’s:

1 tabuleiro

Caso 2: Um 1:

41=24 tabuleiros (andlogo ao caso 2 do tabuleiro 3x3)

Caso 3: Dois 1°s:

4
Ha [2] =6 de se colocar os 1’s na primeira linha. (*)



Sem perda de generalidade, suporemos que a primeira linha é [1 10 O].

Na primeira coluna, deve haver mais um 1, o que pode ser feito de 3 maneiras (**). Sem
100
100
0
0

perde de generalidade, suporemos que o tabuleiro é da forma

o O - -
o O - -

o O - -

o b
o B
==
==

O primeiro tipo esta claramente determinado e deve ser . Os outros dois

0 01
aparecem em iguais quantidades e, entdo, podemos considerar apenas o primeiro deles.

|

Na segunda coluna, deve haver mais um 1, o que pode ser feito de 2 maneiras, 0 que nos
dé os tabuleiros:

1100 1100
1010 1010
01010001 1]
0011 0101

4
Portanto, ha 5 tabuleiros ap6s (**). Assim, no caso 3, ha (ZJ-S-S =90 tabuleiros.

O caso 4 € a mesma quantidade do caso 2 e 0 caso 5 é a mesma quantidade do caso 1.

Logo, a, =1+24+90+24+1=140.

d) E facil ver que para 0, 1, 4, 5 1’s por linha, assim como nos casos anterios, as
quantidades de tabuleiros sdo, respectivamente, 1,5!,5!,1. Além disso, 0s casos com 2 e

3 1’s por linha, as quantidades sdo as mesmas. Faremos entdo o caso com 2 1°s por
linha:

5
Assim como anteriormente, temos (2) opcOes para a 12 linha (*). Sem perdas, podemos

consideraralinha [1 1 0 0 0]. Deve haver outro 1 na 1% coluna e seu lugar pode

ser escolhido de 4 maneiras (**). Entdo, podemos comegar com o tabuleiro



11000
1
0 . Se 0 elemento da 22 linha e 22 coluna for 1, temos o tabuleiro
0
_O .
11 0 0]
11000
00 . Agora, para finalizar, precisamos preencher um tabuleiro 3x3
00
_O 0 _

colocando dois 1’s por linha e coluna. Isso ja foi feito no calculo do a, e pode ser feito

de 3! = 6 maneiras.

Se 0 elemento da 22 linha e 22 coluna for 0, 0 1 da 22 linha pode ser colocado em 3

(1 1 0 0 O]
10100
posic¢des. Sem perdas, coloquemos 0 1 na coluna 3: | 0 . Precisamos ter
0
_0 .
um 1 na 22 coluna, que pode ser colocado em 3 posi¢des. Sem perdas, consideremos o
1 1 0 0 O]
10100
tabuleiro |0 1 . Aqui, temos 2 situacdes.
00
_0 0 _

(i) o elemento da 32 linha e 3?2 coluna é 1: (s6 ha uma opcao)

o O O - B
o O O -
o O+ +— O
 — O O O
R b O O O

(ii) o elemento da 32 linha e 3? coluna é 0. Dai, ha duas op¢des para o outro 1 da 32 linha
e 2 opcdes para o outro 1 da 3* coluna. Sem perdas, colocando esses 1’s na 4 coluna e
11 0 0 O]

0
na 42 linha respectivamente, temos o tabuleiro 1
0
1

o O O -
o O - O
o O




5
Juntando tudo, neste caso, temos [2)4.(3!+3~3~(1+ 2.2)) = 2040 tabuleiros.

Entdo, a; =1+120+2040+2040+120+1, ou seja, a; =4322.

5) Solucéo 1:

1-x . . x
= ;- Assim, por inducdo, segue

2 4
14 22 1 22x (1+x) +(1-x
X“+1 X“+1

(1+X 22013 _ _X 22013 ) ,

que fofo...of(x)= o - ENtdo, para x =2, o resultado sera
2013 vezes (1+ X) + (1+ X)

322013 _l
322013 +1 .
Solucéo 2:

, . . 4
Veja que apos apertar a calculadora 1 vez, o nUmero sera 3 apos apertar a calculadora

. . 40
2 vezes, 0 nUmMero sera H .

x p . n ,
Provaremos entéo que apoés apertar a tecla para um numero da forma ——, o nimero

n+1
2n
2n(n+1
resultante também ser4 desta forma. De fato, o nimero serd —" +12 = (n-+1) :
n 2n(n+1)+1
1+ 5
(n+1)

: X . )
Assim, sendo — I 0 nimero que aparece na calculadora apds apertarmos n vezes o
X+

n

botdo, teremos que X,., = 2x, (X, +1)= 2x,., +1=(2x,+1)". Sendo x, =4, teremos que

n+1
1 2n _ 22013 .
2x, +1=9" = x = . Logo, o nimero obtido por Luca sera 1
+1

6) Para fazer com que m+1 e n+1 sejam parceiros, escolheremos (m+1)=(n +1)2 , 0

que nos da m= n(n+2). Para fazer com que m e n sejam parceiros, basta tomar



n=2%—-2.Vejaque isso faz com que m=n-2* e que como n é par, a poténcia 2 nio
introduz novos fatores primos e entdo m e n serdo parceiros.



