OLIMPIADAS DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2007

06 de outubro de 2007.
Nivel 4 — (3° ano do Ensino Médio)

PROVA DISCURSIVA (20 pontos por quest&o)

QUESTAO 1

Seja A um conjunto de 2007 nimeros inteiros positivos consecutivos, cujo menor elemento é a. Determine o
menor valor de a para o qual a soma dos elementos de A é um quadrado perfeito par.

SOLUCAO:
Temos A={a,a+1a+2,.a+2006}.

(a+a+2006)- 2007
2
Como 2007 =3%-223, devemos ter (a+1003)-223 quadrado perfeito par.

A soma dos elementos de A é S=

= (a+1003)- 2007.

Logo, precisamos ter a+1003 = (2k)*-223, com k natural.

Como a=(2k)2 -223-1003, o menor valor de k que faz a ser positivo é k = 2, 0 que
déa a = 2565.

QUESTAO 2

Sejam A, B, C e D pontos no espaco tais que os angulos BAD, BéD,Af)C, ABC sdo retos. Prove que A, B, C
e D sdo coplanares.

SOLUCAO:

BD? =BC? + CD?
N BD? = ABZ + AD?

Usando o teorema de Pitagoras, temos que , ) )

AC? —AB% +BC

AC? = AD? + CD?

Dai segue que 2AC? =2BD? = AC = BD . Substituindo, segue que AD =BC..

Com isso, temos que os triangulos ACD, BCD, ABD e ABC sao congruentes.
Sendo @ =CAD, pela congruéncia, temos que BAC =90° — 4.
Dai, segue que BAC +CAD =90° = BAD , portanto, A, B, C e D sao coplanares.



OLIMPIADAS DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2007

06 de outubro de 2007.
Nivel 4 — (3° ano do Ensino Médio)

QUESTAO 3

Considere os n vértices de um poligono regular sobre uma circunferéncia. Escolhendo-se 3 vértices A, Be C
(distintos) deste poligono aleatoriamente, a probabilidade de o tridngulo ABC ser obtusangulo é P. Determine

) 1
os valores de n para os quais P = —.
2

SOLUCAO:
Seja ABC uma possivel escolha de um triangulo (de modo que A,B,C esteja no
sentido horario). Fixe de uma vez por todas o vértice A do triangulo.

Sejam a, b, ¢ o numero de vértices do poligono que estdo entre AeB,BeC,CeA
respectivamente.

Entao:
() a+b+c=n-3 e a,b,c>0
Agora separamos e dois casos:
1° caso: n par

Seja n=2k. Entdo, para que possua um angulo obtuso, a, b ou ¢ deve ser maior
ou igual que k.

Agora basta contar quantas solugcbes possui a equacéo (I) e quantas destas
satisfazem a condicdo acima.

. . n-1
O numero de solucdes de (1) é sabido e igual a ( 5 j :
Agora, para termos a condicdo que a>k escrevemos a=k+a' e agora temos

k —
gue calcular o numero de solucdes de a+b+c=k—-3 que é ( ) ] :

Podiamos ter escolhido b ou c, logo devemos multiplicar por 3. (Veja, também, que
ndo é possivel duas variaveis serem maiores ou iguais a k).

B(k —1}

2 ) 3k-)k-2) 3(k-2)

(n—l] T (2k-D(2k-2) 2(2k-1)
2

Dai P=

- 1 :
para q seja igual a 5 precisamos k =5

logo n=10.

2° caso: n impar
Seja n=2k +1 pelos mesmos argumentos anteriores temos que a probabilidade é:
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k
P S(ZJ _ 3k(k-1) _ 3(k-1)
n-— 2k(2k -1) 2(2k-1)
")
n=>5.

. 1 .
para que seja igual a > precisamos ter k=2, logo
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QUESTAO 4

Considere uma elipse ¢ de focos F e F’ e um ponto M sobre & . Determine o lugar geométrico do centro do
circulo ex-inscrito no triangulo MFF’ em relacéo ao lado MF quando M varia sobree .

SOLUCAO:

Sejam 2a e 2c¢ 0 eixo maior e a distancia focal da elipse, respectivamente. Seja AA’
0 eixo maior da elipse (AF < AF).

Como MF + MF'=2a, temos que o perimetro do triangulo MFF’ é 2a + 2c.

E sabido que a distancia F’P é igual ao semi-perimetro do triangulo MFF’, portanto,
F'P=a+c.

Sendo O o centro da elipse, segue que OP =a. Portanto, temos P = A.

Entdo, podemos afirmar que o centro da circunferéncia est4 na perpendicular ao
eixo maior da elipse passando por A.

Reciprocamente, é facil ver que qualquer ponto desta reta, exceto A, esta no lugar
geométrico pedido (o ponto A deve ser excluido, pois ndo existe triangulo quando M esta
na reta FF’).

QUESTAO 5

Determine todos os inteiros positivos a, b, ¢ tais que (ab + bc + ca— 1)2 > (a2 +1). (b2 +1). (c2 +1).

SOLUCAO:

(ab+bc+ca —1)2 > (a2 +1)(b2 +1)(C2 +1) vale se e somente se

(ab)2 + (bc)2 + (ac)2 + 2abc2 + 2acb2 +20ba2 —2ab-2bc—-2ac+1>
ab%c? + (ab)> + ()% + (a0) +a’ +b% +c’ +1 o
azbzc2 +a2 +b2 +c2 +1- (2abc2 +2acb2 +2cba2 —2ab-2bc-2ac+1) <0 <

a’b’c®+a’+b?+c® —2abc(a+b+c)+2ab+2bc+2ac<0 < (abc—a—b—c)2 <0

1 1 1
0 que acontece se e somente se abc—a—-b-c=0, logo: —+—+—=1.
ab bc ac



OLIMPIADAS DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2007

06 de outubro de 2007.
Nivel 4 — (3° ano do Ensino Médio)

o 1 1
Agora, como a,b,c sdo inteiros, temos que ou todas as fragbes sdo iguais a 5 ou uma delas é E
) 1 1 1 _ 21
(pois se nenhuma é E ,asomaé < §+§+§ =1, com igualdade se e somente se todas sdo 5).

1
Mas, se todas forem 5 entdo, ab =bc =ac =3 o que obviamente ndo tem solugéo inteira. Logo

podemos supor sem perda de generalidade que ab =2 portanto, ainda sem perda, podemos supor

azl,b:2oqueimplica£+i+1:1:i:1IogoC=3.
2 2¢ c 2c 2

Portanto, as solugdes séo (1,2,3) e suas permutagdes.

QUESTAO 6
6) Para cada n natural, defina S (n) = soma dos digitos de n (na base 10).

S(n)

a) Existe M > 0 constante tal que 8(3 ) < M, para todo n natural?
n

SOLUCAO:

Considere o numero n= 33..3 4. Temos que 3n=1 00...0 2.
— ——
mdigitos mdigitos
S(n) ~3m+4

s@n) 3

, que é ilimitado.

. 3m+4 4
Com efeito, tomando m =|M |, temos . |_MJ+g >M.

S(n)
S(kn)

b) Dado k natural tal que mdc(k,10) =1, existe M > 0 constante tal que < M para todo n natural?

SOLUCAO:

Como k é primo com 10 sabemos g existe d tal que 10° =1(modk) (basta tomar

md _
d=¢p(k), onde ¢ é a fungdo fi de Euler) entdo tome o nzloT+k1 para m inteiro

positivo.

md d _ d
Entdo n =%+1=M(10(m‘”d +102¢ 4. +1)+1 mas como _(lOk D tem

k
(10¢ -1)
k

menos de d digitos vemos que n é formado por m-1 copias de e termina com

(10% —1) (10% —1)
k

+1 (é facil ver que +1<10%).



OLIMPIADAS DE MATEMATICA
DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO - 2007

06 de outubro de 2007.
Nivel 4 — (3° ano do Ensino Médio)

Logo S(n)z(m—l)s(%]+s((md7_1)+lj, enquanto  S(kn) =1+S(k 1)

M @+ S(k —1))—5((101_1) +1]

+2 vemos que S(n) >M

S[ao"k—n] S(kn)

tomando m=




